INTEGRAL GARIS, PERMUKAAN
DAN TEOREMA INTEGRAL

INTEGRAL LIPAT DUA

Misalkan F(x, y) didefinisikan pada suatu daerah tertutup R di bidang xy (lihat
Gambar 9-1). Bagilah R dalam n daerah bagian AR, yang masing-masing luasnya
AA,k=1,2,...,n Misalkan (§, n,) adalah suatu titik pada AR,. Bentuklah jumlah

DEE.M)AA, 9-1)
k=1

Perhatikanlah
m X FE,MN) AL, e (9-2)
n—oee k=1

di mana limit ini diambil agar banyaknya daerah bagian n membesar tanpa batas se-
hingga dimensi linier terbesar dari setiap AR, mendekati nol. Jika limit ini ada, dinyatakan
dengan

j FLY) dA e (9-3)

R
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dan dinamakan integral lipat dua (integral ganda/double integral) dari F(x, y) pada
daerah R.

Gambar 9-1

Dapat dibuktikan bahwa limit ini ada jika F(x, y) kontinu (atau kontinu bagian demi
bagian) pada R.

INTEGRAL BERULANG (ITERASI/ITERATED)

Jika R suatu daerah sehingga sembarang garis sejajar sumbu y memotong batas R di
paling banyak dua titik (seperti terlihat pada Gambar 9-1), maka kita dapat menuliskan
persamaan kurva ACB dan ADB yang membatasi R masing-masing sebagai y = f,(x)
dan y = fz(x) di mana f,(x) dan f,(x) fungsi bernilai tunggal dan kontinu pada a < x <
b. Dalam kasus ini dapat dihitung integral lipat dua (3) dengan memilih daerah AR,
sebagai persegi panjang yang dibentuk oleh jaring berupa garis-garis sejajar sumbu x dan
y, dan AA, yang menyatakan luas daerah ini. Maka (3) dapat ditulis sebagai

b f,(%)
J e, pyaxdy = | TP B y)dydx (9-4)
R x=a y=f(x)

b

£,
= (] Fxy dy}dx
X=a y=f(x)

di mana integral dalam kurung dihitung pertama (dengan menganggap x tetap) dan
akhirnya integral terhadap x dari a ke b. Hasil (4) ini menunjukkan bagaimana suatu
integral lipat dua dapat dihitung dengan menyatakannya sebagai dua integral tunggal,
dan dinamakan integral berulang.

Jika R suatu daerah sehingga suatu garis sejajar sumbu x memotong batas R pada
paling banyak dua titik (seperti terlihat pada Gambar 9-1), maka persamaan kurva CAD
dan CBD dapat ditulis masing-masing sebagai x = g (y) dan x = g,(y) dan dengan cara
serupa kita memperoleh
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d 2,(y)
0™ B yydxdy (9-5)

| TEx, y) dx gy
R y=c x=g(y)

d £,(y)
= j { .[ F(x, y) dx } dy
y=¢  x=g(y)

Jika integral lipat dua ini ada, maka (4) dan (5) secara umum akan memberikan hasil
yang sama. Dalam menuliskan suatu integral lipat dua, kita dapat memilih salah satu dari
bentuk (4) atau (5), dan bilamana mungkin keduanya, dan dinamakan bentuk satu dapat
diubah urutan pengintegralannya terhadap bentuk lainnya.

Dalam kasus R tidak terbentuk jenis yang ditunjukkan pada gambar di atas, r secara
umum dapat dibagi menjadi daerah-daerah R, R,,. . . yang berbentuk jenis ini. Kemu-
dian integral lipat dua pada daerah r dapat ditentukan dengan mengambil jumlah integral
lipat duanya pada daeah R, R,,. . . .

INTEGRAL LIPAT TIGA

Hasil di atas dapat dengan mudah diperumun (dirampatkan) untuk daerah tiga di-
mensi. Sebagai contoh, perhatikanlah suatu fungsi F(x, y, z) yang didefinisikan dalam
suatu daerah tertutup R di ruang dimensi tiga. Bagilah daerah ini ke dalam n daerah
bagian dengan volume AV, k =1, 2, . . ., n. Misalkan (§, n,, { ) adalah suatu titik dalam
setiap daerah bagian, kita bentuk

im Y FE M LAY, e (9-6)

n—e k=1

di mana bilangan n dari pembagian ini menuju tak berhingga dimensi linier terbesar dari
setiap daerah bagiannya menuju nol. Jika limit ini ada, maka dinyatakan dengan

TTT By, dV e (9-7)
R

dan dinamakan integral lipat tiga (triple integral) dari F(x, y, z) pada daerah R. Limit ini
ada jika F(X, y, z) kontinu (kontinu bagian demi bagian) pada R.

Jika kita membangun suatu jaring yang terdiri dari bidang-bidang sejajar xy, yz dan
xz, maka daerah R terbagi menjadi daerah bagian yang berbentuk balok. Dalam kasus ini
kita dapat menyatakan integral lipat tiga pada daerah R yang diberikan oleh (7) dalam
bentuk integral berulang
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b g0 f,&xy) b gx fixy)
[ ] | F(x, y, z) dz dy dx = | [I {I F(x, y, z) dz} dy ] dx
x=0 y=g() z=f(x, y) x=0 y=g (0 x=fx,y) ... (9-8)

(di mana integral yang paling dalam dihitung pertama). Integral ini dapat diubah urutan-
nya dan memberikan hasil sama.

Perluasan ke dimensi yang lebih tinggi dapat juga dikerjakan.

TRANSFORMASI PADA INTEGRAL LIPAT

Dalam menghitung suatu integral lipat pada suatu daerah R seringkali dipergunakan
koordinat lain, selain koordinat tegak lurus; seperti misalnya koordinat kurvilinier pada
Bab 3.

Jika kita misalkan (u, v) adalah koordinat kurvilinier suatu titik pada bidang, maka
akan ada suatu himpunan transformasi dengan persamaan x = f(u, v), y = g(u, v) yang
memetakan titik (x, y) pada bidang xy ke titik (u, v) pada bidang uv. Dalam kasus ini
daerah R pada bidang, xy dipetakan ke darah R’ pada bidang uv. Kemudian diperoleh

a(x, y)
IJ Fyyaxdy =[] G v o) | du dv oo, (9-9)
di mana G(u, v) = F{f(u, v), gu, v)} dan
ox dx
o ¥) = el R (9-10)

d(u, v) dy ay
du ov
adalah Jacobian dari x dan y terhadap u dan v (lihat Bab 3).

Dengan cara yang sama jika (u, v, w) adalah koordinat kurvilinier dalam tiga dimensi,
akan ada himpunan transformasi dengan persamaan x = f(u, v, w), z = h(u, v, w) dan
kita dapat menuliskan

a(x, Y, z)

| du dv dw ....(9-11)
a(u, v, w)

I IRJ F(x, y, z) dx dy dz = I JRJ Gu, v, w) |

di mana G(u, v, w) = F {f(u, v, w), g(u, v, w), h(u, v, w)} dan
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Jdx Jx ox
du ov ow

ox,y,z) _|dy dy 9y

E)(T,v,_w)— = 'aT aT m ........................... 9-12)
dz 0z 0z
du ov ow

adalah Jacobian dari x, y dan z terhadap u, v dan w.

Hasil (9) dan (11) ini berkaitan dengan pergantian peubah untuk integral lipat dua
dan tiga.

Perumusan ke dimensi yang lebih tinggi dapat dikerjakan dengan mudah.

9.1 INTEGRAL GARIS

Misalkan C adalah suatu kurva pada bidang xy yang menghubungkan titik A(a,, b))
dan B(a,, b,) (lihat Gambar 6-2). Misalkan P(x, y) dan Q(x, y) adalah fungsi bernilai
tunggal yang didefinisikan pada setiap titik pada C. Bagilah C menjadi n bagian dengan
memilih (n — 1) titik padanya, yaitu (X, ¥,), (X,, ¥)» - + »» (X ¥, y)- Namakan Ax, =
X, — X, dan Ay, =y, -y, ,, @, b,) = (x,, y,) dan andaikan bahwa titik (€, n,) dipilih
sehingga terletak pada C di antara titik-titik (x,_,, y,,) dan (x,, y.). Jumlahkanlah :

Y OPE. MY A%+ QEL M) AV (9-13)
k=1

y

B(a,b)

Gambar 9-2

Limit jumlah ini untuk n—eo dengan cara membuat semua besaran Ax,, Ay, mendekati
nol. Jika limit ini ada, dinamakan suatu integral garis sepanjang c dan dinyatakan dengan
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,b,)
,[C [P(x, y) dx + Q(x, y) dy] atau f K [Pdx+Qdy] s (9-14)
(a, b))

Limit ini ada jika P dan Q kontinu (atau kontinu bagian demi bagian) di semua titik dari
C. Nilai integralnya secara umum bergantung pada P, Q, nilai khusus C dan pada limit

(a;, b)) dan (a,, b,).
Dengan cara yang persis sama kita mendefinisikan suatu integral garis sepanjang
suatu kurva C dalam tiga dimensi sebagai

im X {AE, N, &) Ax + A€, M, &) Ay, + A, §) Az} .. (9-15)
n—ee k=1
= |, (A dx+ A dy + A, dz]
di mana A, A, dan A, adalah fungsi dari x, y dan z.
Jenis lain dari integral garis bergantung pada kurva khusus yang dapat didefinisikan.

Sebagai contoh, jika As, menyatakan panjang kurva C pada gambar di atas, yang terletak
di antara titik-titik (x,, y,) dan (x,,, y,,,), maka

im SUE M)A, = | Uk ) ds e 9-16)

n—ee k=1

dinamakan integral garis dari U(x, y) sepanjang kurva C. Perluasan untuk dimensi tiga
(atau lebih tinggi) mungkin dikerjakan.

9.2 NOTASI VEKTOR UNTUK INTEGRAL GARIS

Menyatakan suatu integral garis dalam bentuk vektor seringkali sangat membantu
dalam memahami masalah fisika dan ilmu ukur, dan juga untuk menyingkat penulisan.
Sebagai contoh, jika dapat menyatakan integral garis (15) dalam bentuk

J 1A, dx+ A, dy + A, dz] = [, (Aji+Aj+AK - @xi+dyj+dzK) ..9-17)
= [ Aedr

- — — - _ - - -
dimana A = Aji + A,j + Ak dan dr = dx i + dy j + dz k. Integral garis (14) adalah suatu
kasus khusus dari sini dengan z = 0.

288



Jika di setiap titik (x, y, z) kita hubungkan dengan suatu gaya F yang bekerja pada
suatu obyek (yaitu jika suatu medan gaya didefinisikan), maka

[Lrear (9-18)

secara fisis dinyatakan bahwa gaya total yang bekerja untuk menggerakkan obyek terse-
but sepanjang kurva C.

9.3 MENGHITUNG INTEGRAL GARIS

Jika persamaan suatu kurva C di bidang z = 0 diberikan oleh y = f(x), maka integral
garis (14) dihitung dengan mengganti y = f(x), dy = f’(x) dx pada fungsi yang diinte-
gralkan untuk memperoleh integral tertentu.

Iaz[P{x, FX)} dx + Q{x, fFX)} £/X) dx] (9-19)

a1
yang kemudian dapat dihitung dengan cara biasa.
Dengan cara yang sama, jika c diberikan oleh persamaan x = g(y), maka dx = g’(y)
dy dan integral garisnya menjadi

b2
jb [P{g(y), ¥y} g(y) dy + Q{g(y), ¥} dyl] e (9-20)

1

Jika C diberikan dalam persamaan parameter berbentuk x = ¢(t), y = y(t), maka
integral garisnya menjadi

t
It P{o®), WO} ¢ dt + QUO®, YO WO d] oo (9-21)

1

di mana t, dan t, masing-masing menyatakan nilai t yang bersesuaian dengan titik A
dan B.
Kombinasi dari metode di atas mungkin digunakan dalam perhitungan.
Cara yang sama digunakan untuk menghitung integral garis sepanjang kurva ruang.

9.4 SIFAT-SIFAT INTEGRAL GARIS

Integral garis mempunyai sifat yang sama dengan sifat integral biasa. Sebagai contoh :

1 J. [Pk, y) dx + Q(x, y) dyl = J_ Px, y) dx + [ Qx, y) dy
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b) (a, b))
2 [P axsdy =] pdx+Qdy
(a, by (a, b)

jadi perubahan arahlintasan pengintegralan mengubah tanda integral garisnya.
J(azv bz) a,, b)

(a3’ b'J) -r 2 2
Pdx+Qdy] = | ° TPdx+Qdyl+ [P dx + Q dy]
(a;, b)) (a;, b) (a3, by)

3.

di mana (a,, b,) adalah titik lain pada C.
3 3

Sifat yang sama berlaku juga untuk integral garis dalam ruang.

9.5 KURVA TERTUTUP SEDERHANA, DAERAH TER-
HUBUNG SEDERHANA DAN BERGANDA

Suatu kurva tertutup sederhana dalah suatu kurva yang tidak saling beririsan. Secara
matematis, suatu kurva di bidang xy didefinisikan dengan persamaan parameter x = ¢(t),
y = y(t) di mana ¢ dan W adalah fungsi bernilai tunggal dan kontinu pada suatu selang
t, <t <t,. Jika ¢(u) = ¢(v) dan Y(u) = y(v) kurva itu dikatakan tertutup. Jika ¢(t,) = ¢(t,)
dan w(t,) = y(t,), hanya bila u = v (kecuali dalam kasus khusus u = t, dan v = t,), maka
kurva tersebut tertutup dan tidak saling beririsan dengan dirinya sendiri sehingga meru-
pakan suatu kurva tertutup sederhana. Bilamana tidak dikatakan lain, jika akan mengan-
daikan bahwa ¢ dan ¥ mempunyai turunan bagian demi bagian pada t <t < t,.

Jika suatu daerah pada bidang mempunyai sifat bahwa suatu kurva tertutup yang
terletak padanya dapat menyusut secara kontinu tanpa meninggalkan daerah tersebut,
maka daerah itu dinamakan terhubung sederhana; dalam hal lain dinamakan terhubung
berganda. [lihat soal 19].

Jika parameter t bergerak dari t, ke t,, maka kurva bidang ditentukan juga oleh
arahnya. Untuk kurva di bidang xy, ditentukan arah di sebarang, yaitu positif atau negatif
sesuai dengan seseorang yang menjalani kurva ini dengan kepalanya mengarah ke sumbu
z positif menghasilkan daerah yang dikelilingi kurva tersebut berturut-turut ke arah kiri
atau kanan. Jika kita lihat suatu kurva tertutup sederhana pada bidang xy adalah suatu
kurva yang dijalani berlawanan dengan arah jarum, jam untuk arah positif dan searah
putaran jarum jam untuk arah negatif.

TEOREMA GREEN PADA BIDANG

Misalkan P, Q, dP/dy, 0Q/dx bernilai tunggal dan kontinu pada suatu daerah tertutup
sederhana R yang dibatasi oleh suatu kurva tertutup sederhana. Maka
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3Q 9P
$Pax+Qdy) = I/ (—a-——)dxxy ............................ 9-22)
y

X
di mana ﬁc digunakan untuk menekankan bahwa C tertutup dengan arah positif.

Teorema ini juga benar untuk daerah yang dibatasi oleh dua atau lebih kurva tertutup
(yaitu daerah terhutang berganda). Lihat Soal 19.

9.6 SYARAT UNTUK INTEGRAL GARIS UNTUK TIDAK
BERGANTUNG PADA LINTASAN
Teorema 6-1. Syarat perlu dan cukup untuk _[C [P dx + Q dy] tidak bergantung pada

lintasan C yang menghubungkan dua titik yang diberikan pada daerah R
adalah

OPOy = 0Q/OX e (9-23)
pada R, di mana diandaikan bahwa turunan parsial ini kontinu pada R.

Syarat (23) juga merupakan syarat agar P dx + Q dy menjadi persamaan differensial
eksak, yaitu ada suatu fungsi ¢(x,y) sehingga P dx + Q dy = d¢. Dalam kasus ini jika
titik akhir kurva C adalah (x,, y,) dan x,, y,), maka nilai integral garisnya diberikan oleh

(X, ¥,) (x, v,
7 tPax+Qadyl = [ 7 7d0 =005, y) - 0k, ) e 9-24)
(X]! yl) (xl’ yl)

Khususnya, jika (23) berlaku dan C tertutup, diperoleh x, = x,, y, =y, dan

$Pdx+Qdyl =0 (9-25)

Untuk buktinya dan teorema-teorema yang berhubungan, lihatlah soal 22 dan 23.

Hasil pada Teorema 6-1 dapat diperluas untuk integral garis dalam ruang. Jadi kita
memperoleh apa ?

Teorema 6-2. Syarat perlu dan cukup untuk IC [A, dx + A, dy + A, dz] tidak bergan-
tung pada lintasan C yang menghubungkan dua titik yang diberikan
pada daerah ¢ adalah pada R,

L _9A, 0A, _3A, 0A, A,

ay T ox 9k oz oz ay

di mana diandalkan bahwa turunan parsial ini kontinu pada R.
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Hasil tersebut dapat dinyatakan secara singkat dalam notasi vektor. Jika A = Ai +

Ajj + Ak, maka integral garisnya dapat ditulis I A ¢ dr dan syarat (26) ekivalen dengan
syarat V x A = 0. Jika A menyatakan suatu medan gaya F yang bekerja pada suatu
obyek, maka hasil tersebut ekivalen dengan pernyataan bahwa gaya yang bekerja untuk
mengerakkan suatu obyek dari satu titik ke titik lainnya tidak bergantung pada lintasan
yang menghubungkan dua titik itu jika dan hanya jika V x A = 0. Medan gaya yang
demikian seringkali dinamakan konservatif.

Syarat (26) [atau syarat yang ekivalen V x A = 0] juga merupakan syarat agar A,
dx + A, dy + A, dz [atau A * dr] menjadi differensial eksak, yaitu ada fungsi ¢(x, y, z)
sehingga A, dx + A, dy + A, dz = d¢. Dalam kasus ini jika titik akhir kurva C adalah
(X,» ¥;» 2,) dan (x,, y,, z,), maka nilai integral garisnya diberikan oleh

(X ¥y X5) (xz’ Yo xé
| A dr 0= 0%y Yp Z,) = 0Ky Ypr Z)) corvrrre 9-27)
X ¥y X)) (xl, Y 2)

Khususnya, jika C tertutup dan A x A = 0, kita memperoleh

$Adr=0 (9-28)

9.7 INTEGRAL PERMUKAAN

Misalkan S adalah suatu permukaan dua-sisi yang mempunyai proyeksi R pada
bidang xy seperti terlihat pada Gambar 6-3. Andaikan bahwa suatu persamaan untuk s
adalah z = f(x, y), di mana f adalah fungsi bemnilai tunggal dan kontinu untuk semua
x dan y di R. Bagilah R menjadi n daerah bagian dengan luas AA, p=1,2,.. ., ndan
buatlah suatu kolom vertikal pada setiap daerah bagian ini dan memotong S dengan luas
AS,.

M1sa]kan ¢(x, y, z) adalah fungsi bernilai tunggal dan kontinu di semua titik pada
s. Bentuklah jumlah

2 0, M, E)AS, e (9-29)
di mana (ép n, Qp) suatu titik pada AS  Jika limit jumlah ini ada untuk n—cc dengan

cara membuat setlap AS —0, hasil limitnya dinamakan integral permukaan dari ¢(x, y,
z) pada S dan dinyatakan dengan

[T oexy.nds . (9-30)

‘Karena AS, = lsec y| AA  (nilai hampiran), di mana Y, adalah sudut antara garis
normal pada S dan sumbu x pos1t1f maka limit jumlah (29) dapat ditulis sebagai
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I,J 0, y,z)lsecfdA (9-31)

Besaran Isec yl ditentukan oleh

1 2.2 922
Isec 1l = - \/1 + (Y ED (9-32)
In, * ki ox dy

Kemudian, andaikan bahwa z = f(x, y) mempunyai turunan yang kontinu (atau kontinu
bagian demi bagian) pada R, maka (31) dapat ditulis sebagai

0z 2 0z 2
[ ] ey, 2 \/ 1+ 4 (D) dxdy e (9-33)
ox ay

Dalam kasus persamaan untuk S diberikan dalam bentuk F(x, y, z) = 0, (33) dapat
ditulis sebagai

V) + (F)*+ (F)

L o, v, 2) ]

dxdy (9-34)

Hasil (33) atau (34) dapat digunakan untuk menghitung (30).

Di atas, kita mengandaikan bahwa S adalah suatu permukaan sehingga suatu garis
sejajar sumbu z memotong sumbu S hanya di satu titik. Dalam kasus S tidak berjenis
demikian, S dapat dibagi menjadi permukaan S, S,, . . . yang masing-masing dari jenis
ini. Kemudian, integral permukaan pada S didefinisikan sebagai jumlah integral per-
mukaan pada S, S,, . . .

Hasil tersebut dinyatakan berlaku bilamana S diproyeksikan pada daerah R pada
bidang xy. Dalam beberapa kasus, lebih baik untuk memproyeksikan S ke bidang yz atau
zx. Untuk beberapa kasus, (30) dapat dihitung dengan modifikasi yang tepat dari (33)
dan (34).

9.8 TEOREMA DIVERGENSI

Misalkan S adalah suatu permukaan tertutup yang dibatasi suatu daerah dan vo-
lumenya V. Pilihlah normal pada permukaan yang digambarkan di sebelah luar sebagai
normal positif dan andaikan bahwa o, B, v adalah sudut antara normal ini berturut-turut
dengan sumbu x, y dan z positif. Jika A, A, dan A, kontinu dan mempunyai turunan
parsial yang kontinu pada daerah tersebut, maka

JdA d )
J';”(al+aA2+aA3)dV=,U(Alcosa+A2cosB+A3cosy)dS
v X y z

" yang dapat juga ditulis sebagai
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A, 3
Hj_+aiz AS)dV JJ[Adydz+A2dzdx+A3dxdy] ........ (9-36)

y

Dalam bentuk vektor dengan A= Al_i+ AJ + A:I( dan n = cos Qi + cos B} + cos Yk, cara
penulisannya dapat disederhanakan sebagai

[flgenav = [JTATAdS e (9-37)
\' S

Bila dinyatakan dengan kata-kata, teorema yang dinamakan teorema divergensi atau
Teorema Green ini menyatakan bahwa integral permukaan dari komponen normal suatu
vektor A pada suatu permukaan tertutup sama dengan integral dari divergensi A pada isi
yang dibatasi oleh permukaan tersebut.

9.9 TEOREMA STOKES

Misalkan S suatu permukaan dua-arah terbuka yang dibatasi oleh suatu kurva ter-
tutup C yang tidak beririsan (kurva tertutup sederhana). Perhatikanlah suatu garis normal
pada S, yang berarah positif bila ia berada pada satu sisi dengan S dan negatif bila berada
pada sisi lainnya dari S. Pemilihan sisi sebelah mana yang positif adalah sebarang, tetapi
setelah itu untuk selanjutnya demikian. Namakan arah C positif bila seorang penyelidik
berjalan pada batas S dengan kepalanya mengarah ke normal positif, maka permukaan-
nya terletak di sisi kirinya. Jika A,, A,, A, bernilai tunggal, kontinu dan mempunyai
turunan parsial pertama yang kontinu pada suatu daerah ruang yang memuat S, diperoleh

I[A dx + Ady + A, dz] = II[( 9, _ aAz)cosa

( o, /3A3) cos B + (—ﬁ— sl) cos y] dS

Dalam bentuk vektor dengan A= Aﬁ + AJ + AJT( dan n = cos oi + cos BJT+ cos yfc, cara
penulisannya dapat disederhanakan sebagai

IA-dF:ISI(VxZ&)-ﬁds ............................. (9-39)
C

Bila dinyatakan dengan kata-kata, teorema yang dinamakan Teorema Stokes ini
menyatakan bahwa integral garis dari komponen tangensial suatu vektor A pada kurva
tertutup sederhana C sama dengan integral permukaan dari komponen normal curl A
pada suatu permukaan S yang berbatas C. Perhatikanlah bahwa untuk hal khusus V x
A = 0 pada (39), kita memperoleh hasil (28).
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9.10 SOAL-SOAL LATIHAN DAN PENYELESAIANNYA

2 .
1. Hitunglah r [(x2 - y) dx + (¥* + x) dy] sepanjang (a) suatu garis lurus dari (0, 1)

o.n

sampai (1, 2), (b) garis lurus dari (0, 1) sampai (1, 1) dan kemudian dari (1, 1)
sampai (1, 2) (c) parabola x =t, y = 2 + 1. .

(a) Suatu persamaan untuk garis yang menghubungkan (0, 1) dan (1, 2) dan kemudian
dari 1, 1) sampai (1, 2), (c) parabola x =t, y = 2 + 1.

1 1
J e — o+ D)y dx + (o + 12+ x) dxl =] @x2 + 2x) dx = 5/3

x=0 0

(b) Sepanjang garis lurus dari (0, 1) sampai (1, 1), y = 1, dy = O dan integral
garisnya sama dengan

f[(xz—l)dx+(1+x) (0)];1 (@ — 1) dx = -2/3

x=0 0

Sepanjang garis lurus dari (1, 1) sampai (1, 2), x = 1, dx = 0 dan integral
garisnya sama dengan

2
[A-y)O + G2+ dyl=] @2+1) dy=103
1

y=1
Karena itu nilai yang diinginkan = -2/3 + 10/3 = 8/3.

(c) Karena t = O pada (0, 1) dan t = 1 pada (1, 2), maka integral garisnya sama
dengan

1
J’,[{t2 — (2 + 1)} dt + {(t + 1) + t}2t dt] =j 20 +42 + 22 + 2t - 1) dt =2

t=0 0

Jika A = (3x* — 6yz)i + (2y + 3x2)j + (1 - 4xyz>)k, hitunglah jc A * dr dari (0, 0,

0) sampai (1, 1, 1) sepanjang lintasan C berikut :

@ x=ty=t,z==¢

(b) garis lurus dari (0, 0, 0) sampai (0, 0, 1), kemudian sampai (0, 1, 1) dan setelah
ita sampai (1, 1, 1).
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garis lurus );ang menghubungkan (0, 0, 1) dan (1, 1, 1).

JLA«dr=], {3x2 - 6yz)i + 2y + 3x2)j + (1 - 4xyzdk} * (dxi + dyj + dzk)
= . (3% - 6y2) dx + 2y + 3x2) dy + (1 - 4xy2) dz]

Jikax =t,y="t,z=46, itk (0, 0, 0) dan (1, 1, 1) masing-masing dengan t =

O dan t = 1. Maka

JoAdr= I [{32 = 6} dt + {26 + 30)(E)} dE) +
{1 - 4)E)E)Y*} d(P)]

=1 (38 - 615) dt + (4€ + 66%) dt + (32 — 126 dt] = 2

=0

Metode lain :_ _ :
Sepanjang C, A = (3t - 6t°)i + (2 + 3t)j + (1 - 4t°)k dan r = xi + yj + zk
=ti +t4 + %k, dr = (G + 24 + 3t’%k) dt. Maka

1
[Aear=1] 162 =66 dt + (4F + 66 dt + B¢ — 1201 de] =

o} N 0

Sepanjang garis lurus dari (0, 0, 0) sampai (0, 0, 1), =x =0,y =0, dx =0, dy
= 0 sedangkan z berubah dari 0 sampai 1. Maka integral sepanjang bagian
lintasan ini adalah

{:0 [{3(0) - 6(0)2)}0 + {2(0) + 3(0)z)}0 + {1 - 4(0)0)(z")} dz]= Lo dz =1

Sepanjang garis lurus dari (0, 0, 1) sampai (0, 1, 1), x=0,z=1,dx =0,
dz = 0 sedangkan y berubah dari O sampai 1. Maka integral sepanjang bagian
lintasan ini adalah

[ 1300 - 6(yX(1DJ0 + {2y + 3O)(D)}dy + {1 - 4O)y)(1P}0)= f 2ydy =1

y=0 y=0



Sepanjang garis lurus dari (0, 1, 1) sampai (1, 1, 1), y = 1, z =1,dy =0,
dz = 0 sedangkan x berubah dari 0 sampai 1. Maka integral sepanjang bagian
lintasan ini adalah

1
I [{3x% - 6(1)(1)} dx + {2(1) + 3x(1)}0 + {1 - 4x(1)(1)*}0}

x=0

1
=] 3x2-6)dx=-5

x=0

Jadi LA edf=1+1-5=-3.

(c) Garis lurus yang menghubungkan (0, 0, 0) dan (1, 1, 1) dalam bentuk persamaan
parameter adalah x =t, y = t, z = t. Maka

1
[ Aedi= | [(3t2 - 6t%) dt + (2t + 3t2) dt + (1 — 4t%) dt] = 6/5
C =0

Tentukanlah besarnya usaha dalam gerakan suatu partikel yang menjalani lintasan
satu putaran elips C di bidang xy, jika elips tersebut berpusat di titik awal dengan
sumbu panjang 4 dan sumbu pendek 3; seperti ditunjukkan pada Gambar 9-3 dan jika
medan gayanya diberikan oleh

F=(0x- 4y + 22)i + (4x + 2y - 322)3 + (2xz - 4y? + 29k

Pada bidang z = 0, F = 3x - 4y)i + (4x + 2y)j — 4y*k dan dr = dxi + dy} sehingga
besarnya gaya yang bekerja adalah

[ Bedr =], (Ox -4yl + @x + 2y — 4y%) » @xI + dy )

= J. [3x - 4y) dx + (4x + 2y) dy)

i=xi-+y17_ _
=4costi+3sint]j

t X

-
N

Gambar 9-3
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Pilihlah persamaan parameter untuk elips, X = 4 cos t, y = 3 sin t di mana t
bergerak dari 0 sampai 2% (lihat Gambar 9-3). Maka integral garisnya sama dengan

fn[{3(4 cos t) — 4(3 sin t)} {4 sin t} dt + {4(4 cos t) + 2(3 sin t)}{3 cos t} dt]

=0

2n
= ,fm(48 —~30sintcost)dt=(48t - 15sin2t) | = 96n

0 0

Dalam menjalani C, kita memilih arah berlawanan dengan arah jarum jam seperti di-
tunjukkan pada Gambar 9-3. Kita namakan ini arah positif, atau dikatakan bahwa C
menjalani lintasan dengan arah positif. Jika ¢ menjalani lintasan dalam arah jarum
jam (negatif), maka nilai integralnya akan menjadi —-96m.

4. Hitunglah IC y ds sepanjang kurva C yang ditentukan oleh y = 2Vx dari x = 3 sampai
x =24,

Karena ds = Vdx® + dy? = V1 + (y')Y dx = V1 + 1/x dx, maka kita memperoleh

4
J yds=J3“2«l§«/1 + 1/x dx=2f;“«lx+ L= — G+ 1) 1= 156

TEOREMA GREEN PADA BIDANG

5. Buktikanlah Teorema Green pada bidang jika C adalah suatu kurva tertutup yang
mempunyai sifat bahwa setiap garis lurus yang sejajar sumbu koordinat memotong
C paling banyak pada dua titik.

y
d
/;
A
c K“
0 a b x

Gambar 9-4
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6.

Misalkan persamaan kurva AEB dan AFB (lihat” Gambar 9-4) berturut-turut
adalah y = Y (x) dan y = Y,(x). Jika R adalah daerah yang dibatasi C, maka kita
memperoleh

oP
= b H(x)
”———dxdy f [IY” Fo dy ] dx

=" P, ) 12 dx = [P, Y,) - Px, Y, dx
x=2 y=Y1(x) a

=-I"Px, Y) dx - [' P(x, Y,) dx = - § P dx
a b C

oP
Jadi Prax=-] dxdy (9-40)
y

Dengan cara yang sama, misalkan persamaan kurva EAF dan EBC berturut-
turut adalah x = X (y) dan x = X (y). Maka

3Q 3Q
H dxdy=J' [[29 —dx1dy= I[Q(Xz y) - QX,, )l dy

Ix KO gy

=[rax,pay+['ax, oy =] Qay

Jadi

d JP
Jumlahkan (1) dan (2), §. [P dx + Q dy] = IR J( 59 - ) dx dy.

X y
Periksalah Teorema Green pada bidang untuk
éc [2xy — x?) dx + (x + y?) dy]
di mana C adalah kurva tertutup dari daerah yang dibatasi oleh y = x? dan y? = x.

Kurva-kurva bidang tersebut berpotongan di (0, 0) dan (1, 1). Arah positif
dalam menjalani C ditunjukkan pada Gambar 9-5

299



300

Gambar 9-5

Sepanjang y = X, integral garisnya sama dengan

I Hened - %) dx + (x + 2P} d6) = I' @0 + x4 20 ax =706
Sepanjang y? = x, integral garisnya sama dengan
jy: [(250) - 67 d@y?) + {y? + ¥} dy] =] ) 4y - 2y° +2y?) dy = -17/15
Maka integral garis yang diinginkan = 7/6 — 17/15 = 1/30.

J I aQ JP

I

—————)dxdy=”{i(ﬂy’)——a—(ny—X’)} dx dy
ox dy R° “ox dy

U (1-2x)dxdy = J’;O Jixz(l - 2x) dy dx

' -2 1%, ax=f 02 - 207 - %+ 2) dx = 1130
X~ y=

Dengan demikian selesailah pemeriksaan Teorema Green.

Perluaslah bukti Teorema Green pada bidang yang diberikan dalam Soal 5 ke suatu
kurva C di mana garis sejajar sumbu koordinat memotong C lebih dari dua titik.

Perhatikanlah suatu kurva tertutup C seperti terlihat pada Gambar 9-6, di mana
garis sejajar sumbu koordinat akan memotong C lebih dari dua titik. Dengan cara
membuat garis ST, daerah tersebut terbagi menjadi dua bagian, yaitu daerah R, dan
R, masing-masing merupakan jenis yang telah dibahas dalam Soal 5 di mana Teorema
Green dapat digunakan, yaitu



M Pdx+Qay = II(__a ) dx d
STUS y R, ax _y' X ay,

@], Pda+Qdy= ff(——g)dxdy

Gambar 9-6

Jumlahkan ruas kiri (1) dan (2), tanpa menuliskan fungsi yang diintegrasikan P dx
+ Q dy; dalam setiap kasus diperoleh :

Jal=twlalel=]s]= ]

STUS SVTS SVT TUSVT

dengan menggunakan kenyataan bahwa j = —j
ST

Jumlahkan ruas kanan (1) dan (2), tanpa menuliskan fungsi yang diintegralkan,

IRESRIERN)
R, R, R
di mana R terdiri dari R, dan R,

Tadi | [P d d —JI(aQ aP)ddd rbuktilah ini
i msv1[ X + Q dy] = . -é—x-——a—y— x dy dan terbu teorema ini.

Suatu daerah R yang diperhatikan di sini, di mana suatu kurva tertutup yang
terletak dalam R dapat menyusut secara kontinu ke suatu titik tanpa meninggalkan
R, dinamakan suatu daerah terhubung-sederhana. Suatu daerah yang tidak terhubung-
sederhana dinamakan terhubung-berganda. Kita telah menunjukkan bahwa Teorema
Green di bidang menggunakan daerah tertutup-sederhana yang dibatasi kurva ter-
tutup. Dalam soal 6-10, teorema ini dapat diperluas untuk daerah terhubung ber-
ganda.
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10.
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Untuk daerah terhubung sederhana yang lebih rumit, kita perlu membuat lebih
banyak garis seperti ST, agar teorema tersebut dapat diperlihatkan.

Tunjukkanlah bahwa luas daerah yang dibatasi oleh kurva tertutup sederhana C
diberikan oleh rumus Y/, J;C [x dy - y dx].

Dalam Teorema Green, ambillah P = -y, Q = x. Maka

d 0
éc[xdy-ydx]=J J(— ) -— () dxdy=2] [dxdy =24
R ox dy R

di mana A adalah luas yang diinginkan. Jadi A =/, &C [x dy — y dx].
Tentukanlah luas elips x = a cos 0, y = b sin 6.
1 1 (2n
Luas = — $ [xdy-ydd = — Jo [(a cos B)(b cos ) d6 — (b sin 6)
(—a sin 0) d0]

1 2% 1 2x
= ["ab (cos? 0 + sin? 0) d® = — | ab dO = mab
2 0 2 0

Tunjukkanlah bahwa teorema Green pada bidang juga berlaku untuk suatu daerah
terhubung-berganda R seperti ditunjukkan pada Gambar 9-7.

y

Gambar 9-7

Daerah yang berwarna gelap R, seperti ditunjukkan pada gambar, adalah ter-
hubung berganda karena tidak setiap kurva tertutup yang terletak pada R dapat
menyusut ke suatu titik tanpa meninggalkan R; sebagai contoh misalnya kurva
disekeliling DEFGD. Batas untuk R, yang terdiri dari titik-titik luar batas AHIKLA
dan titik-dalam batas DEFGD dijalani dalam arah positif, sehingga seseorang yang
berjalan dalam arah ini selalu melihat daerah R di sebelah kirinya. Dapat dilihat



bahwa arah positif itu ditunjukkan di tengah gambar tersebut.

Untuk menunjukkan teorema ini, buatlah garis AD, yang dinamakan sebuah
potongan silang (cross-cut) dan menghubungkan batas-batas luar dan dalam. Daerah
yang dibatasi oleh ADEFGDALKJHA terhubung sederhana, sehingga Teorema Green
berlaku. Maka *

9Q 90
- ¢ [de+Qdy]=JJ(————)dxdy

ADEFGDALKJHA R ax ay

Tetapi integral di ruas kiri, tanpa penulisan fungsinya sama dengan

I+J+DJA+I =/ + ]

AD DEFGD ALKJHA DEFGD ALKJHA

karena |, = — |, Jadi jika C, adalah kurva ALKJHA, C, adalah kurva DEFGD
dan C adalah batas R yang terdiri dari C, dan C, (dijalani dalam arah positif), maka
f + I = ,[ sehingga
c,c, ¢C
0Q JP
b Pax+Qayl=] J(—=-—)dxdy
C R ax dy

KETAKBERGANTUNGAN PADA LINTASAN

11. Misalkan P(x, y) dan Q(x, y) kontinu dan mempunyai turunan parsial pertama yang
kontinu di setiap titik dari daerah terhubung sederhana R. Buktikanlah bahwa syarat
perlu dan cukup agar {’C [P dx + Q dy] = O di sekeliling setiap lintasan tertutup pada
R adalah kesamaan dP/dy = dQ/dx berlaku pada R.

Syarat cukup : andaikan dP/dy = 0Q/0x. Menurut Teorema Green,

3Q P
§ Pdx+Qdyl=] J(—-—)dxdy=0
C R dx 09y

di mana R adalah daerah yang dibatasi C.

Syarat perlu :

Andaikan {’C [P dx + Q dy] = 0 di sekeliling setiap lintasan tertutup C pada R
dan oP/dy # 0Q/0x pada suatu titik pada R. Khususnya andaikan oP/dy — dQ/dx >
0 pada titik (x,, y,)-

303




Menurut hipotesa 0P/dy dan 0Q/dx kontinu pada R, maka haruslah ada suatu
daerah T yang memuat (x,, y,), sebagai titik-dalamnya sehingga dP/dy — dQ/ox > 0.
Jika T adalah batas T, maka menurut Teorema Green,

oP

3Q
Pd dyl = — ——)dxd 0
ﬁr[ x + Q dy] L“ax ay)xy>

yang bertentangan dengan hipotesa bahwa § [P dx + Q dy] = O untuk semua kurva

 tertutup dalam R. Jadi dQ/0x — dP/dy tidak mungkin positif.

12.

304

Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan 0Q/0x — dP/dy tidak mungkin ne-
gatif, dan ini mengakibatkan bahwa kesamaan dP/dy = 0Q/dx berlaku pada r.

Misalkan P dan Q didefinisikan seperti dalam Soal 11. Buktikanlah bahwa syarat
perlu dan cukup agar

B
| [P dx +Q dy]

A

tidak bergantung dari lintasan dalam R yang menghubungkan titik A dan B adalah
berlakunya kesamaan oP/dy = dQ/dx dalam R.

Gambar 9-8

Syarat cukup. Jika dP/dy = dQ/dx, maka menurut Soal 11,

| Pdx+Qdyl=0

ADBEA

(lihat Gambar 9-8). Dari sini, tanpa menuliskan fungsi yang diintegralkan P dx + Q
dy, diperoleh

ADB BEA

AiB * BIJ;A =0 I - _j - AEIB dan juga IC1= Icz

yaitu integralnya tidak bergantung pada lintasannya.



13. (a)

(b
(@

(b)

4)
Buktikanlah bahwa ] [6xy? - y?) dx + (6x%y — 3xy?) dy] tidak bergantung pada
a2

lintasan yang menghubungkan (1, 2) dan (3, 4).
Hitunglah integral pada (a).

P = 6xy? - y%, Q = 6x%y — 3xy% Maka dP/dy = 12xy — 3y? = dQ/dx dan menurut
Soal 12 integral garisnya tidak bergantung pada lintasan.

Metode 1. :

Karena integral garisnya tidak bergantung pada lintasan, pilihlah suatu
lintasan yang menghubungkan (1, 2) dan (3, 4); sebagai contoh, lintasan ini
terdiri dari garis yang menghubungkan (1, 2) dan (3, 2) [sepanjang ini y = 2,
dy = 0] dan kemudian dari (3, 2) ke (3, 4) [sepanjang ini x = 3, dx = 0]. Maka
integral yang diinginkan sama dengan

[ ax-8)ydx+]

4
x=1 y=!

(54y - 9y?) dy = 80 + 156 = 236
2

Metode 2.
b dQ .. 00 ¢

Karena — = —, kita mempunyai (1) — = 6xy? - y?, (2) — = 6x%y — 3xy%
dy dx ax dy

Dari (1), ¢ = 3x%y? — xy* + f(y). Dari (2). ¢ = 3x%y? — xy*® + g(x). Ini hanya
mungkin bilamana kedua bentuk untuk ¢ sama, yaitu jika f(y) = g(x) = c, suatu
konstanta. Karena itu ¢ = 3x%y? — xy*® + ¢. Maka

3.4 3.4

| W6xy? - y%) dx + (6x%y - 3xy?) dy] = { , dGxy = xy? + ©)

a2

- 2 _ oyl e _
=3x%y? -xy’ + ¢ |(1' N 236

Perhatikanlah bahwa pada perhitungan ini konstanta sembarang c¢ dapat dihi-
langkan.

Dengan pemeriksaan kita dapat juga melihat bahwa
(6xy? — y*) dx + (6x%y — 3xy?) dy = (6xy? dx + 6x%y dy) — (y* dx + 3xy? dy)

= d(3x%y?) - d(xy?) = d(3x%y? — xy3)

dan dari sini jelaslah bahwa ¢ = 3x%y? — xy® + c.
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14.

Hitunglah 6 [(x%y cos x + 2xy sin x — y%*) dx + (x? sin x — 2ye*) dy] di sekeliling
hiposikloida x¥* + y?? = a?* .

P = x% cos x + 2xy sin x — y%*, Q = x? sin x — 2ye*.

Maka 0P/dy = x2cos x + 2x sin x — 2ye* = dQ/dx, sehingga menurut Soal 11,
integral garis sekeliling suatu kurva tertutup, khususnya x*? + y* = a??, adalah nol.

INTEGRAL PERMUKAAN

15.

16.

306

Jika 7y adalah sudut di antara garis normal pada suatu titik (x, y, z) pada permukaan
dan sumbu z positif, buktikanlah bahwa

VP +P + P
lsecyl= V1+22 +22 = —> ¥ 7
* Y IF |
yang sesuai dengan persamaan untuk S yaitu z = f(x, y) atau F(x, y, z) = 0.

Jika persamaan S adalah F(x, y, z) = 0, suatu normal untuk S di (x, y, z) adalah
VF =Fi+ F}j + F k. Maka
VF * K = IVF Ik cos y atau F = VFZX +F +F, cosy
VP _+ F +F,

dan dari sini Isec Yl = T

seperti yang diinginkan.

Dalam kasus persamaan z = f(x, y), dapat dituliskan F(x, y, z) =z - f(x, y) =
0, dan dari sini F, = =z, F = -z, dan F, = 1 sehingga kita memperoleh Isec Yl =

N1 + 22 + 22.
x y

Hitunglah J-S j U(x, y, z)dS di mana S adalah permukaan paraboloida z = 2 (x* +
y?) di atas bidang xy dan U(x, y, z) sama dengan (a) 1, (b) x> + y3, (c) 3z.
Berikanlah suatu tafsiran fisis dalam kasus ini.

Integral yang diinginkan sama dengan

JJUG v, 9 V1 + 2, + 2, dxdy 1)

di mana R adalah proyeksi S pada bidang xy yaitu x> + y>* =2, z=10
Karena z_= -2x, z, = -2y, (1) dapat ditulis sebagai

J UK y, D VTF a8 + a4y dxdy = e @)
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Gambar 9-9

(a) Jika U(x, y, z) =1, (2) menjadi

)

IR I V1 +4x* + 4y? dx dy

Untuk menghitung ini, transformasikanlah ke dalam koordinat kutub (p, ¢).
Maka integralnya menjadi

n 1 V2 13n
Nixapipdpdo=] ——(@+4pp2| dop=—0
p* p dp do 0=0 12 P p=0¢ 3

on V2
Lo 1o

Secara fisis, ini menyatakan luas permukaan S, atau massa dari S yang di-
andaikan rapat massanya 1 satuan.

Jika U(x, y, z) = x2 + y2, (2) menjadi IR f x2 +y? V1 + 4x2 + 4y? dx dy atau
dalam koordinat kutub
on (N2 1497
.[ .[ p’\/l + 4p* dp do =
0=0 p=0 30

di mana pengintegralan terhadap p diselesaikan dengan pergantian V1 + 4p? =
u.

Maka secara fisis, ini menyatakan momen inersia dari S terhadap sumbu z
dengan pengandaian rapat massanya 1 satuan, atau massa dari S yang diandai-
kan rapat massanya = x* + y2.

(¢) Jika U(x, y, z) = 3z, (2) menjadi

J 3w ax+ayaxdy =] [3(2- (e +y2)) VT + 4x + 4y dx dy
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atau dalam koordinat kutub,

111n

2 V2 a2 2 -
IM Lo 3p(2 - p») V1 + 4p? dp do

Secara fisis, ini menyatakan massa dari S yang diandaikan rapat massanya
= 3z, atau tiga kali momen pertama dari S terhadap bidang xy.

17. Tentukanlah luas permukaan suatu setengah bola (hemisphere) berjari-jari a yang
dipotong oleh suatu silinder yang garis tengahnya sama dengan jari-jari tersebut.

Persamaan untuk setengah bola dan silinder (lihat Gambar 9-20), berturut-turut
diberikan oleh x? + y? + z2 = a? (atau z = Va? — x? — y?) dan (x — a/2)? + y? = a¥
4 (atau x? + y? = ax).

Karena

Z =—————danzy=

x \]az_xz_yz W,az—xz—yz

.4
-
% 4
X
Gambar 9-10
Kita memperoleh luas permukaan yang diinginkan
- a
=2,[ I\/1+zz + 22 dxdy=ZJ I—dxdy
R X y R az_ X2 _ y2

Ada dua cara yang mungkin untuk menghitungnya.

Metode 1. Gunakanlah koordinat kutub."

Karena x? + y? = ax dalam koordinat kutub menjadi p = a cos ¢, integralnya
menjadi
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773 acos § a _ 2 ) 2 |2cos¢
2 IM JM —\/aT_-depdq)—ZaL:O—‘/a—p 1" g

= 2a2 IO"” (1 - sin ¢) dp = (n - 2)a?
Metode 2. Integral tersebut sama dengan

a ax—xz a . y ax — X:
2! .“‘I ——:dydx=2a,[ sm—1—|‘l de
x=0  y=0 \jaz_xz_yz x=0 ax — x2 ¥

a X
=2aJ* 11 dx
0 a+Xx

Misalkan x = a tan? 6, maka integralnya menjadi

4a ]7'0 tan 0 sec? 0.0 = 4a® {1, 0 tan? 0 | -, [ tan 0 a0}

=2 {0 tan20 | ™ - [ (sec 6 - 1) a0}

=22 {n/4 - (tan 0 - 0 |™ } =@ - 22
Perhatikanlah bahwa integral di atas tak wajar dan cara menghitungnya diker-
jakan dengan proses limit yang sesuai.

18. Tentukanlah pusat dari permukaan pada Soal 16.

Berdasarkan sifat simetri, x = y = 0 dan

[Jzas [JolT+ac+y axdy
“s JTas = IVl + 4 + 4y2 ax gy

Pembilang dan penyebut berturut-turut dapat diperoleh dari hasil Soal 16(c)
37%/10 111

dan 16(a), sehingga z = =
(@ BB 2= "33 130

19. Hitunglah [ J A + n dS, di mana A = xyi — x3j + (x + 2)k, S adalah bagian dari bidang
2x + 2y + z = 6 yang terletak di oktan pertama dan n adalah suatu normal satuan
pada S. .
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Gambar 9-11

Suatu normal untuk S adalah V(2x + 2y + z — 6) = 2i + 2§ + k, sehingga
2i+2/+k 2i+2/+k
V2422412 3 '

n= Maka

_ - _ 2i+2j+k
A°n={xyi—x2j+(x+z)k}'(————)
2xy—2x2l+(x+z)
3
2xy - 2x2 + (x + 6 — 2x — 2y)
3
2xy - 2x2-x -2y +6
3

Integral permukaan yang diinginkan adalah

2xy —2x2~x -2y + 6 2Xy-2x2-x -2y + 6
.” )dS=II( )V1+zz+zzdxdy
§ 3 R 3 X y

2xy —2x2-x-2y+6
=.U( nd x3x yr )V12+22+22dxdy

3-x

= |3 —2x2 - x —
—J;=0 Iy:O (2xy — 2x2 - x — 2y + 6) dy dx

= _[10 (xy? — 2x%y — xy — y2 + 6y) | Z—x dx = 27/4
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20. Sehubungan dengan integral permukaan, kita membatasi pembicaraan kita pada
permukaan dua-sisi. Berikanlah suatu contoh permukaan yang bukan dua-sisi.

Ambillah suatu pita kertas seperti ABCD pada Gambar 9-12. Pelintirlah pita itu
sehingga titik A dan B masing-masing jatuh pada D dan C, seperti pada gambar. Jika
n adalah normal positif di titik P pada permukaan, kita memperoleh bahwa bilamana
n bergerak di sekeliling permukaan, ia akan berbalik arah pada saat sampai di P
kembali. Jika kita mencoba memberi warna hanya pada satu sisi dari permukaan,
kita akan memperoleh bahwa seluruhnya terwarnai. Permukaan ini, yang dinamakan
Pita Moebius adalah suatu contoh dari permukaan satu sisi. Permukaan ini kadang-
kadang dinamakan suatu permukaan tak terorientasi. Suatu permukaan dua sisi adalah
terorientasi. ) ;

sl I

Gambar 9-12

TEOREMA DIVERGENSI

21. Buktikanlah teorema divergensi

Misalkan S adalah suatu permukaan tertutup sehingga suatu garis sejajar sumbu
koordinat memotong S paling banyak pada dua titik. Andaikan bahwa permukaan
bagian bawah dan atas berturut-turut adalah S, dan S, dengan persamaan z = f (X,
y) dan z = f,(x, y). Nyatakanlah proyeksi permukaan ini pada bidang xy dengan R.
Perhatikanlah bentuk .

T T sm

+1i4n
et

3
413
b

)

45;
By

Gambar 9-13
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fi(x,y) 0A,
=Ll
z=f,(X,y) 0z

dz ] dy dx

1,
=lamy s’ aa =l acy £)-Axy, £ dy dx

R -—
=7

Untuk bagian atas S,, dy dx = cos v, dS, = Ke H; dS, karena normal ﬁ; pada
S, membuat suatu sudut lancip 7, dengan k.

Untuk bagian bawah S, dy dx = —cos A ds, = —k n dS, karena normal o, n, dan
S, membuat suatu sudut tumpul y, dengan k

Maka [] A(x, v, £,) dy dx = [ AK + ngs,
S

2
[f oy, £y dy ax=- [l AR -5, as,
Sl

dan
[f a6 dy ax - ] Ax v, £) dy ax = ISI AK S, +SH AK * . dS,
2 1
=l AK+nds
S
?
sehingga M av=|f ARDdS e 1)
v 0z s

Dengan cara yang sama, proyeksikan S pada bidang koordinat lainnya,

oA
] - 'av=J AT mds e )
v X

J0A

- : TeTdS 3)
v dy

Jumlahkan (1), (2) dan (3),

E)A )
iy Gy 2 Ly av e H(A1+A3)+Ak)-nds
ay az
atau HjV-XdV:”A°nds
v s
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Teorema tersebut dapat diperluas untuk permukaan di mana garis yang sejajar
sumbu koordinat memotongnya lebih daripada dua titik. Untuk menyelesaikan
perluasan ini, bagilah daerah yang di batasi S menjadi daerah bagian di mana syarat
di atas dipenuhi. Prosedur yang sama digunakan dalam Teorema Green untuk bidang.

22. Periksalah teorema divergensi untuk A= 2x-12) i+ xzyJT— xz%k yang diambil pada
daerah yang dibatasi oleh x =0, x=1,y=0,y=1,z=0,z = 1.

Pertama hitunglah fsf A *n dS di mana S adalah permukaan kubus pada Gambar
9-24.

Bidang DEFG: n = i, x = 1. Maka

[Taenas=0"[" (@-2i+]-2k) +idydz
DEFG 0 0

\

' e-ndydz=3n
0 0

H4

Gambar 6-14
Bidang ABCO: 1 = i, x = 0. Maka
[ Zevas=] "D+ Ddydz=]['2¢dyaz=112
ABCO 0o 0 0o 0
Bidang ABEF: n = j, y = 1. Maka
- - -
_U X *ndS = fl jl{(2x —z)_i)+ xz_j)— xz%k} ¢ jdx dz = _P J"xz dx dz=1/3
0 0 0

ABEF 0
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23.

24.

314

._)

Bidang OGDC: n = —j, y = 0. Maka

[JRWas=[ [ (ex2)i-xek} + G dxdz=0

OGDC 0 o0

- -
Bidang BCDE: n = k, z = 1. Maka

[[A+nds= IJ{(zx—1)1+x2yJ-xk} ekdxdy = II-xdxdy_—llz

BCDE

Bidang AFGO: n = -k, z = 0. Maka

[JRwds = IJ{ZXl—x2y1}°(—k)dxxy 0

AFGO

Jumlahkan [ | X e W dS =¥, + 1, + ', + 0 - Y, + 0 = 1/, Karena

1
< eaav-= I I I(2+x2 2xz) dx dy dz = —
v 6

sehingga teorema divergensi untuk kasus ini terbukti.

Hitunglah ISI Tenm dS, di mana S adalah suatu permukaan tertutup.

Menurut teorema divergensi,

{I?-?dS:I{I% Y

0—- 0-
‘IH(—1+—]+—k) * (xi + yj + zk) dV
dy

—m(—+a—+——)dV—3H£dV=3V

y

di mana V adalah volume benda yang dibatasi S.

Hitunglah _[s _[ [xz? dy dz + (x?y - 2) dz dx + (2xy + y?z) dx dy] di mana S adalah
seluruh permukaan setengah bola yang dibatasi oleh z = Va2 — x2 - y*dan z = 0, (a)
dengan teorema divergensi (Teorema Green di ruang), (b) langsung.

(a) Karena dy dz = dS cos o, dz dx = dS cos B, dx dy = dS cos 7, integralnya
dapat ditulis



jsf {xz? cos o + (x%y — Z%) cos B + (2xy + y?z) cos y} dS = Lj AendS

di mana A = xz% + (x%y — 23)j + (2xy + y’z)k dan n = (cos )i + (cos B)j +
(cos Y)k, normal satuan yang digambarkan dalam arah ke Iuar.

Kemudian, dengan teorema divergensi, integral tersebut sama dengan
— d d d

17 «aav=[l] {—xz+ —xy - 2) + —(y2)} dV =

v v ox dy Jz

,m x2 + y* + z%) dV

v

di mana V adalah daerah dibatasi setengah bola dan bidang xy.

Dengan menggunakan koordinat bola, integral ini sama dengan

fn_/z j:_/z Jr_orz 1 sin O dr d@ do =

2na’

(b) Jika S, adalah suatu permukaan cembung dari daerah setengah bola dan S2
adalah alasnya (z = 0), maka

Iszzdydz—_[ I\I;“\/__gz— zzdxdy—ja J@a’ —z? dz dy

y=1 x=0 y=-a z=0
a Va2
II‘(xzy—x3)dzdx=J. _[ {xNa? — x? — 22 — 72} dz dx
) =a x=0
a Va?—x?
- J .[ {—xVa? - x? — 22 - 23} dz dx
z=a z=0
Va>—z2
J I (2xy + y?z) dx dy = I J. {2xy +y a2 _ y?} dy dx
S, x=—a y=—Val-x
H xz*dy dz = 0, ” (x}y -2)dzdx =0

SZ 1

.” (2xy + y’z) dx dy = ” {2xy + y¥(0)} dx dy = I

S, S, X=—a
Va? - x2
2xy dy dx = 0
y——\/a —x2
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Dengan tambahan di atas, kita memperoleh

a VaZ-y? a Va2-x2
4_[ I yzz\laz—yz—zzdzdy+4j J‘ xWVa? — x? — 22 dz dx
y=0 x=0 x=0 z=0

+4J‘a J“/ﬁ
x=0

" )f\/.'alz—x2—y2 dy dx
y_

Karena berdasarkan sifat simetri semua integral ini sama, maka dengan
menggunakan koordinat kutub diperoleh hasil

a ‘/az—xz - w2 [ a
12 j J yz\/a2 -x*-y*dydx =12 I I p? sin? ¢ Va? — p? p dp do
x=0 y=0 ¢=0 p=0
2na’

5

TEOREMA STOKES

25. Buktikanlah Teorema Stokes.
Misalkan S adalah sebuah permukaan sehingga proyeksinya pada bidang xy, yz
dan xz adalah daerah-daerah yang dibatasi oleh kurva tertutup sederhana seperti di-
tunjukkan pada Gambar 9-25. Andaikan S dapat dinyatakan oleh z = f(x, y), atau
X = g(y, z), atau y = h(x, z) di mana f, g, h fungsi bernilai tunggal, kontinu dan
mempunyai turunan. Kita akan menunjukkan bahwa

LI (V x A) *ndS
= LI [V x (AT+Aj + AJ)] * n ds
=_|.C Aedr

di mana C adalah batas dari S.
Pertama kita perhatikan ,[ s I [V x (AD] * n dS.

1 J
‘ d 0 9 dA, , O0A,
KarenaVx Aj) =|— — —|= — j-—k,
ox dy o0z dz dy
A 0 0
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Gambar 9-15
JA - OJA

Maka [V X (AD)] *ndS = - li’-j—TlB’-T(’) S oo 1)
z y

Jika z = f(x, y) diambil sebagai persamaan untuk S, maka vektor posisi suatu titik
pada S adalah r = xi + yj + zk = xi + yj + f(x, y)k

. or _ 90z _ - Of -
sehingga —— =j + k=j+ —k
dy dy dy
Tetapi 3 adalah suatu vektor singgung pada s, sehingga ia tegaklurus pada n’
y
Karena itu
_ o _ _ oz — _ oz _
ne =ne*j+—nek=0 ataune*j=—-—n-ek
dy dy oy
Substitusikanlah ini pada (1) untuk memperoleh
JA, = _ O0A - - 0A, dz_ _ 0A _ _
(=—tnej-—'nek)dS=(-— —nek-—"'nek)dS
oz dy dz dy ay
— - - dA, O0A dz - _
atau [V x (AD] *ndS =—( + —)n*kdS . )
oz dz dy
Sekarang pada S, A,(x, y, 2) = A/[x, y, f(x, )] = F(x, y);
.. OA  0A oz oF o
karena itu + — = dan (2) menjadi

dy oz dy dy

2 o JoF _ _— oF
[VX(All)]'ndS=—a—n°de=—

dx dy
y dy
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26.

318

Maka LI[VX(AI_i)]-ﬁdS:J.SJ.—g%dxdt

di mana R adalah proyeksi S pada bidang xy. Menurut Teorema Green untuk bidang,

integral terakhir ini sama dengan . F dx di mana I" adalah batas dari R. Karena
di setiap titik (x, y) pada B nilai F sama dengan nilai dari A, di setiap titik (x, y,
z) pada C, dan karena dx sama untuk kedua kurva tersebut kita harus memperoleh

§1. Fdx=§C A, dx

atau L J [V x (AD] 1 dS = :fc A, dx

Dengan cara yang sama, proyeksinya pada bidang koordinat yang lain memberikan

JJwxap-zas=f aa [Jwxad-Ta=fa e

Jadi dengan menjumlahkan diperoleh
LI (VXK)-ﬁds=§C Aedr

Teorema ini juga berlaku untuk permukaan S yang tidak memenuhi batasan yang
diberikan di atas. Dengan pengandaian bahwa S dapat dibagi menjadi permukaan S ,
S,, ..., S, dengan batas C, C,, . . ., C, sehingga memenuhi batas di atas, maka
Teorema Stokes berlaku untuk setiap permukaan. Jumlahkan integral permukaan ini,
maka diperoleh integral permukaan atas S. Jumlahkan integral garis atas C,, C,, . .,
C, yang berkaitan, maka diperoleh integral garis atas C.

Periksalah Teorema Stokes untuk A = 3yi — xzj + yz%k, di mana S adalah permukaan
paraboloida 2z = x? + y? yang dibatasi oleh z = 2 dan C sebagai batasnya.

Batas C dari S adalah suatu lingkaran dengan persamaan x> + y2 =4, z =
2 dan persamaan parameternya adalah x = 2 cos t, y = 2 sin, z = 2 di mana
0 £t < 2r. Maka

§C A-dr=§C [3y dx — xz dy + yz? dz]

0
= J.Z [3(2 sin t)(=2 sin t) dt — (2 cos t)(2)(2 cos t) dt
i\

2n
= J. (12 sin® t + 8 cos? t) dt = 20n
0



27.

Juga,

i j k

VxA= 8_ —a— i = (z‘2+x)7—(z+3)T(
Jx dy oz
3y xz yzZ?

VOt+y:-22) © xi+yj-k
IV E+y2 -2z VxE+yr+1

dan n=

dx dy

- =” (xz* + 22 + z + 3) dx dy

Makaﬂ(VxZ\)-ﬁds=H (VxA)e*n
R R nekl R

x2+y2 x2+y2
l (x e — 43} dx dy
R 2 ‘2

Dalam koordinat kutub, ini menjadi

J;) fp:o {(p cos ¢)(P*/2) + p* cos 2 ¢ + p¥2 + 3} p dp do = 20m

Buktikanlah bahwa suatu syarat perlu dan cukup agar §C A ¢ dr = 0 untuk setiap
kurva tertutup C adalah kesamaan ¥ x A = 0 berlaku.

Syarat cukup. Andaikan V x A = 0. Maka berdasarkan Teorema Stokes,
§CA-dF=U (VxA)+ndS=0

Syarat perlu.

Andaikan §, A « df = 0 di sekeliling setiap lintasan tertutup C, dan andaikan
V x A # 0 di suatu titik P. Kemudian andaikan ¥V x A kontinu di suatu dacrah P
yang memuat P sebagai titik-dalamnya, di mana V x A #0. Misalkan S adalah suatu
permukaan yang termuat dalam daerah_itu dengan normalnya n di setiap titik
mempunyai arah yang sama dengan V x A, yaiu V x A = on di mana o konstanta
positif. Misalkan C batas dari S. Maka berdasarkan Teorema Stokes,

§CA-df=U (VxK)-ﬁdS=aUﬁ-ﬁdS>o
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28.

320

yang bertentangan dengan hipotesa bahwa §C A « df = 0 dan ini menunjukkan bahwa
VxA=0.

Ini mengakibatkan bahwa V x A=0 juga suatu syarat perlu dan cukup untuk

P _
suatu integral garis _[ PZA « dr tidak bergantung pada lintasan yang menghubungkan
"

P, dan P,.

Buktikanlah bahwa suatu syarat perlu dan cukup agar V x A = 0 adalah A = %(b.
Syarat cukup : Jika A =V, maka Vx A=V xVo=0.
Buktikan bahwa curl grad U = 0, nyatakan syarat yang sesuai untuk U.

Syarat perlu.
Jika V x A = 0, maka berdasarkan Soal 27, § Aedi=0di sekeliling setiap

lintasan tertutup dan _[ c A+ dr tidak bergantung dari lintasan yang menghubungkan
dua titik yang kita ambil sebagai (a, b, c¢) dan (x, y, z). Kita definisikan

X, ¥, 2) =_["" PAedr= J‘*’"”(A dx + A, dy + A, dz]
b,0) ¢ ) 1 2 2

(@, a,b,c

Maka

(x+Az,y,z2)

o(x + Ax, 5, 2) — 0(x, y, z)=_[ [A, dx + A, dy + A, dz]
z)

.y,

Karena integral terakhir ini tidak bergantung pada lintasan yang menghubungkan
(x, y, z) dan (x + Az, y, z), maka kita dapat memilih lintasan tersebut sebagai suatu
garis lurus yang menghubungkan titik-titik ini, sehingga dy dan dz sama dengan nol.
Jadi

O(x + AX, y, 2) — ¥(X, vy, z) 1 ot Ak v 2
e oA A+ 0%y, ) 0<B<1

Ax Ax ~ &»2

di mana di sini kita telah menggunakan hukum Nilai Rata-rata untuk integral.

Ambil limit kedua ruas ini untuk Ax—0, ini memberi d¢/ox = A

Dengan cara yang sama kita dapat menunjukkan bahwa 0¢/ox = A,, 00/0z = A,.
— 0db_ 96 — db _

JadiA=Ai+Aj+AK=—i+—]+— k=%
4+ A+ A 3% ayJ 3z o



29. (a) Buktikanlah bahwa suatu syarat perlu dan cukup agar A dx + A, dy + A, dz = d¢,
menjadi suatu persamaan diferensial eksak adalah V x A =0 di mana A = Aji

+ Azj + Ak
(b) Tunjukkanlah bahwa dalam garis kasus berlaku

J%h@ JW%@
[A,dx + A, dy + A, dz] = do = 0(x,, ¥, Z,) — &X;5 ¥y5 2))
(xl’ yl’ Zl) (X17 yl’ Zl)

(a) Syarat perlu :

. 99 ¢ a0
J1kaA1dx+A2dy+A2dz=d¢=——dx+—dy+—dz,maka
ox dy oz
a0 a0 a0
——=A ————=A 3 —_—=
(@ ™ , (@ 3 , 3 > A,

Kemudian dengan mendifferensialkannya dengan pengandaian kekontinuan turunan
parsial pertamanya, kita memperoleh

dA, JA, JdA, JdA, A dA,
dy T’ oz =ay’ az=ax
yang persis sama dengan syarat V X A =0.
Metode lain. Jika A, dx + A, dy + A, dz = d¢, maka

RenisAjrAak=21,. 2 7.2 5 0
= 1 =—1 —_— —_— =
! ) ’ ax ay ! dz

_)
dari sini, VxA=VxVe=0
Syarat cukup : Jika V x A= 0, maka menurut Soal 28, A= V¢ dan

- o ad o)
Aldx+A2dy+@dz=A°dr=V¢°dr=5x—dx+§;-dy+éz—dz=d¢

j (x,y,2)
(b) Menurut (a), ¢(x,y, z) = [A dx + A, dy + A, dz).
(a,

b, ¢)

Tanpa menuliskan fungsi yang diintegralkan, A, dx + A, dy + A, dz, kita memper-
oleh
I(xzi yz’ Zz) j(xz’ yz* Zz) j(xp yp Zl)

= 0(X, ¥, 2,) ~ O(X;, ¥y 2Z))
&, ¥p,2) @bc) (@b v vor
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30. (a) Buktikanlah bahwa F = (2x2* + 6y)i + (6x — 2yz)j + (3x*2 — y?)k adalah suatu

322

®)

medan gaya yang konservatif. (b) Hitunglah ) F « dr tidak bergantung dari

lintasan C yang menghullungkandua titik. Suatu syarat perlu dan cukup agar F
konservatif adalah V x F = 0.

i

S

i

. - d .

Karena di sini V x F = = 0, maka F konservatif,
ox ay oz ‘

2xz3+6y 6x-2yz 3x%z%-y?

Metode 1.
Menurut Soal 29, F » df = (2xz® + 6y) dx + (6x — 2yz) dy + (3x%2% — y?)
dz adalah suatu differensial eksak d¢, di mana ¢ memenuhi

1D 8¢_2 3+ 6y (2 a('>--6x--22 3) ﬂ—3x’zz 2
D=2+ @ 5=t 3 - Y

Dari sini berturut-turut kita memperoleh

¢=X2+6xy+f, (0,0 ¢=5xy-yz+fx2) ¢=x2-yz+fxy)

Ini akan konsisten bilamana f, (y, 2) = -y’z + ¢, f,(x, 2) = x2* + ¢, f,(x, ¥)
= 6xy + c sehingga di sini ¢ = x?2* + 6xy — y’z + c. Jadi menurut Soal 6.38,

@21,-1) - _ 2 1,-1)
I F-dr=x2z3+6xy—y2z+c| =15
1,-1,1) 1, -1, 1)

Sebagai kemungkinan lain, kita catat bahwa dengan pemeriksaan diperoleh

F o dr = (2x2* dx + 3x222 dz) + (6y dx + 6x dy) — (2yz dy + y? dz)
= (d(x?2%) + d(6xy) — d(y’z) = d(x?2* + 6xy — y*z + ¢)

dan di sini ¢ ditentukan,

Metode 2.

Karena integralnya tidak bergantung pada lintasan, kita dapat memilih suatu
lintasan untuk menghitungnya; khususnya kita dapat memilih lintasan yang
memuat garis lurus dari (1, 1, 1) ke (2, -1, 1), kemudian dilanjutkan ke (2, 1,
1) dan setelah itu ke (2, 1, —1). Hasilnya adalah

2 1 . -1
J.l(2x—6)dx+j (12-—2y)dy+.[ (1222 - 1) dz = 15
X=

y:—l z=1



di mana integral pertama diperoleh dari integral garis dengan memisalkan y =
-1,z = 1, dy = 0, dz = 0; integral kedua dengan memisalkan x = 2, z = 1, dx
= 0, dz = 0; dan integral yang ketiga dengan memisalkan x =2,y =1, dx =0,
dy = 0.

(c) Secara fisis L F * dr menyatakan usaha yang dilakukan untuk menggerakkan
suatu obyek dari (1, -1, 1) ke (2, 1, —1) sepanjang C. Dalam suatu medan gaya
konservatif, usaha yang dilakukan tidak bergantung pada lintasan C yang
menghubungkan titik-titik ini.

9.11. SOAL-SOAL LATIHAN

INTEGRAL LIPAT DUA

1.

(a) Gambarkanlah daerah R di bidang xy yang dibatasi oleh y?> = 2x dan y = x. (b)
Tentukanlah luas daerah R. (c) Tentukanlah momen inersia kutub dari R, andaikan
rapat massanya tetap sebesar ©.

Tentukanlah pusat daerah pada Soal 1.

Diketahui _[ j (x + y) dx dy. (a) Gambarkanlah daerahnya dan berikanlah suatu
tafsiran ﬁ51k yang mungkin dari integral lipat dua ini. (b) Ubahlah urutan pengin-
tegrasiannya. (c) Hitunglah integral lipat dua ini.

154 4 +2)
Tunjukkanlah bahwa L_l j ymix sin — dy dx + L_Z I ymix sin — dy dx =
2y 2y uy

Tentukanlah isi tetrahedron (bidang-4) yang dibatasi oleh x/a + y/b + z/c = 1 dan
bidang-bidang koordinat.

Tentukanlah isi daerah yang dibatasi oleh z = x>+ y%, z=0,x=-a, x=a, y = -a,
y =a
Tentukanlah (a) momen inersia terhadap sumbu x dan (b) pusat dari daerah pada
Soal 6.

INTEGRAL LIPAT TIGA

8.

1 1 2
(a) Hitunglah J I J xyz dz dy dx. (b) Berikanlah suatu tafsiran
x=0 y=0 z=Vx’+y?
fisis untuk integral pada (a).
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9. Tentukanlah (a) isi dan (b) pusat daerah di oktan pertama yang dibatasi oleh x/a +
y/b + z/c = 1, dimana a, b, ¢ positif.

10. Tentukanlah (a) momen inersia dan (b) jari-jari kitaran terhadap sumbua z dari daerah
pada Soal 9.

11. Tentukanlah massa daerah yang bersesuain dengan x> + y2 + z22<4,x 20,z 2 0,
jika rapat massanya sama dengan xyz.

12. Tentukanlah isi daerah yang dibatasi z = x? + y? dan z = 2x.
TRANSFORMASI PADA INTEGRAL LIPAT DUA
13. Hitunglah JJ Vx2 + y2 dx dy, di mana r adalah daerah x? + y? < a2

2 2
14. Hitunglah U ¢+ Y) 4y dy, jika R adalah daerah pada Soal 13.

15. Dengan menggunakan transformasi x + y = u, y = uv, tunjukkanlah bahwa

e-1

1 jl—x
yi(x + y) -
L o Jyo © dy dx =

16. Tentukanlah luas daerah yang dibatasi oleh xy = 4, xy = 8, xy*® = 5, xy? = 15.
[Petunjuk : Misalkan xy = u, xy* = v.]

17. Tunjukkanlah bahwa isi benda yang diperoleh dengan memutar daerah di kuadran
pertama yang dibatasi oleh parabola y? = x, y? = 8x, x? = y, x> = 8y terhadap sumbu
x adalah 2797m/2. [Petunjuk : Misalkan y? = ux, x2 = vy.]

18. Tentukanlah luas daerah di kuadran pertama yang dibatasi oleh y = x3, y = 4x3, x
=y’ x = 4y3

19. Misalkan R adalah daerah yang dibatasi oleh x + y = 1, x = 0, y = 0. Tunjukkanlah
bahwa

x_
JRJ.cos( y)dx dy = sin 1. [Petunjuk : Misalkan x -y =u, x + y = v]
X+y

TRANSFORMASI PADA INTEGRAL LIPAT TIGA
20. Tentukanlah isi daerah yang dibatasi oleh z = 4 — x2 — y? dan bidang xy.
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21.

Tentukanlah pusat daerah pada Soal 20, andaikan rapat massanya tetap sebesar G.

22. (a) Hitunglah | | [ V&% y7+ 7 dx dy dz, di mana R adalah daerah yang dibatasi

23.

25.

26.

217.

oleh bidang z =3 dan z = Vx? + y2. (b) Berikanlah suatu tafsiran fisis dari integral
pada (a) [Petunjuk : Bentuklah integral tersebut dalam koordinat silinder dengan
urutan p, z, ¢]. .

Tunjukkanlah bahwa isi daerah yang dibatasi oleh kerucut z = Vx? + y* dan
paraboloida z = x? + y* adalah 7/6.

Tentukanlah momen inersia dari suatu silinder lingkaran tegak berjari-jari a dan
tinggi b terhadap sumbunya jika rapat massanya di setiap titik sebanding dengan
jaraknya ke sumbu tersebut.

dx dy dz
(a) Hitunglah JJ] ———— — di mana R adalah daerah yang dibatasi oleh
R (x2 + y2 + Z2)3fl
bole x2 + y2 + z* = a? dan x* + y? + 22 = b* dengan z > b > 0. (b) Berikanlah
suatu tafsiran fisis dari integral pada (a).

(a) Tentukanlah isi daerah yang di atas dibatasi oleh bola r = 2a cos 0, dan di bawah
dengan kerucut ¢ = o, di mana 0 < & < 7/2. (b). Bahaslah untuk kasus o =
/2.

Tentukanlah pusat suatu potongan setengah bola yang jari-jari luarnya a dan jari-jari
dalamnya b jika rapat massanya (a) tetap, (b) berubah sebanding jarak kuadratnya
terhadap alas. Bahaslah kasus a = b.

INTEGRAL GARIS

28.

29.

30.

%)

Hitunglah J, |, [(x +y) dx + (y — x) dy] sepanjang (a) parabola y? = x, (b) suatu
garis lurus, (c) garis lurus dari (1, 1) ke (1, 2) dan dilanjutkan ke (4, 2), (d) kurva
x=20+t+1,y=t2+ 1.

Hitunglah JC [(2x - y + 4) dx + (5y + 3x — 6) dy] di sekeliling suatu segitiga pada
bidang xy dengan titik-titik sudut (0, 0), (3, 0), (3, 2) yang dijalani berlawanan
dengan arah jarum jam.

Hitunglah integral garis pada soal sebelumnya di sekeﬁling suatu lingkaran berjari-
jari 4 dan berpusat di (0, 0).
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31.

32.

33.

34,

(a) Jika F = (x2 — y2)i + 2xyj, hitunglah L F « df sepanjang kurva C di bidang xy
yang persamaannya y = x? — x dari titik (1, 0) ke (2, 2). (b) Berikanlah tafsiran fisis
dari hasil yang diperoleh.

Hitunglah J. ¢ (2x +y) ds, di mana C adalah kurva pada bidang xy yang persamaan-
nya x> + y*> = 25 dan s adalah panjang busur parameter dari titik (3, 4) ke (4, 3)
sepanjang lintasan terpendek.

Jika f = (3x - 2y)i + (y + 2z)j — x%k, hitunglah _[C Fedrdari (0,0,0) ke (1,1, 1)
di mana C adalah lintasan yang terdiri dari (a) kurva x = t, y = t, z = t3, (b) suatu

garis lurus yang menghubungkan titik tersebut. (c) garis lurus dari (0, 0, 0) ke (0,
1, 0), kemudian ke (0, 1, 1) dan setelah itu ke (1, 1, 1). (d) kurva x = 2%, z = y2

Jika T adalah vektor singgung satuan pada suatu kurva C (di bidang atau di ruang)
dan F adalah suatu medan gaya yang diberikan, buktikanlah bahwa terhadap syarat

yang sesuai akan berlaku J. F  dr = J. F « T ds di mana s adalah panjang busur
parameter. Tafsirkanlah hasilnya secara fisis dan ilmu ukur.

TEOREMA GREEN PADA BIDANG KETIDAKBERGAN-
TUNGAN PADA LINTASAN.

35.

36.

37.

38.
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Periksalah Teorema Green pada bidang untuk ‘jlc [(x2 = xy?) dx + (y* = 2xy) dy]

di mana C adalah suatu bujur sangkar dengan titik-titik sudut (0, 0), (2, 0), (2, 2),
©, 2).

Hitunglah integral garis dari (a) Soal 29 dan (b) Soal 30 dengan menggunakan
Teorema Green.

(a) Misalkan C adalah sembarang kurva tertutup sederhana yang membatasi suatu
daerah dengan luas A. Buktikanlah bahwa jika a,, a,, a,, b, b,, b, adalah konstanta,

17 F2 73
maka

ﬂ [(@x +ay +a)dx + (bx + by + b)) dy]l = (b, — a)A

(b) Terhadap syarat apakah integral garis di sekeliling suatu lintasan akan menjadi
nol?

Tentukanlah luas daerah yang dibatasi oleh hiposikloida x*? + y?? = a?3,
[Petunjuk : Persamaan parameternya adalah x = acos® t,y = a sin?t, 0 <t < 2m.]



39.

40.

41.

42.

43.

44.

Jika x = p cos ¢, y = p sin ¢, buktikanlah bahwa Y/, I [xdy —ydx] =Y, I p? do
dan berikanlah tafsirannya.

Periksalah Teorema Green pada bidang untuk _[ c [(x* - x?%y) dx + xy? dy], di mana
C adalah batas daerah yang dibatasi lingkaran x*> + y> = 4 dan x> + y? = 16.

(a) Buktikanlah bahwa J’(al.,no) [(2xy = y* + 3) dx + (dx + (x* — 4xy?) dy] tidak
bergantung pada lintasanyang menghubungkan (1, 0) dan (2, 1). (b) Hitunglah inte-
gral pada (a).

Hitunglah J ¢ [(2xy® — y* cos x) dx + (1 — 2y sin x + 3x?y?) dy] sepanjang parabola
2x = my? dari (0, 0) ke (n/2, 1).

Hitunglah integral garis pada soal sebelumnya di sekeliling suatu jajaran genjang
dengan titik-titik sudut (0, 0), (3, 0), (5, 2), (2, 2).

Buktikanlah bahwa jika x = f(u, v), y = g(u, v) mendefinisikan suatu transformasi
yang memetakan suatu daerah r pada bidang xy menjadi dacah R’ di bidang uv,

JJoca=[J1 2

dengan menggunakan teorema Green pada integral '/, j ¢ [x dy —y dx] dan tafsirkanlah
secara ilmu ukur.

IUV

INTEGRAL PERMUKAAN

45.

46.

47.

48.

(a) Hitunglah L J. (x2 + y?) dS, di mana S adalah permukaan kerucut z2 = 3(x* +
y?) yang dibatasi oleh z = 0 dan z = 3. (b) Tafsirkanlah secara fisis hasil dari (a).

Tentukanlah luas permukaan bidang 2x + y + 2z = 16 yang dipotong oleh (a) x =
0,y=0,x=2y=3,(0b)x=0,y=0dan x> + y> = 64.

Tentukanlah luas permukaan paraboloida 2z = x? + y? yang terletak di luar kerucut
z=Vx + y=.

Tentukanlah luas permukaan daerah persekutuan yang diperoleh dengan mengiris-
kan silinder x2 + y? = a?> dan x® + 22 = z%
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50: (a) Tunjukkanlah bahwa umumnya persamaan r = r(u, v) secara ilmu ukur me-
nyatakan suatu. permukaan, (b) Bahaslah arti ilmu ukur dari u = ¢;» V = ¢, di mana
¢, dan c, konstanta. (c) Buktikanlah bahwa elemen panjang busur pada permukaan
ini diberikan oleh

ds? = E du? + 2F du dv + G dv2
or or or or or or

di E= , F —, G = .
o v ov

51. (a) Sehubungan dengan Soal 50, tunjukkanlah bahwa elemen luas permukaannya
" diberikan oleh dS = VEG -~ FZ du dv.

(b) Dari (a), turunkanlah bahwa luas permukaan r = r(u, v) adalah J.s I \EG - P
du dv.

[Petunjuk : 8 =
ror

Gunakanlah kenyataan bahwa l—— X —l = '\/( — X .é__)
v

dan kemudian gunakanlah kesamaan (AxB)+(C x ]_))’ =(A+CB D) -
(A*D)B ).

52. (a) Buktikanlah bahwa r = (a sin u cos v)i + a(sin u sin v)} +(@cosuk, 0<u<
n, 0 < v < 21 menyatakan suatu bola berjari-jari a. (b) Gunakan soal 51 untuk
menunjukkan bahwa luas permukaan bola tersebut adalah 4ma2.

TEOREMA DIVERGENSI

53. Periksalah teorema divergensi untuk A = (2xy + z)i + y§ — (x + 3y)E pada daerah
yang dibatasi oleh 2x + 2y +2=6,x =0,y =0,z = 0.

54. Hitunglah JS J. Fen dS, di mana F = (z? - x)i — xyj + 3zk dan S adalah permukaan
yang dibatasi oleh z = 4 - y2, x = 0, x = 3 dan bidang xy.

55. Hitunglah L ,[ A +1i dS, di mana A = (2x + 32)i — (xz + y)j + (y* + 2z)k dan S
adalah permukaan bola yang berpusat di (3, -1, 2) dan berjari-jari 3.

56. Tentukanlah nilai I s j [x dy dz + y dz dx + z dx dy], di mana S adalah permukaan

yang dibatasi silinder x2 + y?> = 9 dan bidang x = 0 dan z = 3, (a) dengan menggunakan
teorema divergensi, (b) langsung.
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57.

58.

59.

60.

Hitunglah L J. [4xz dy dz — y? dz dx + yz dx dyj, di mana S adalah permukaan

kubus yang dibatasi oleh x =0,y =0,z=0,x =1,y =1, z = 1, (a) langsung, (b)
dengan menggunakan teorema green di ruang (teorema divergensi).

Buktikanlah bahwa L I (¥ x A) * 0 dS = 0 untuk suatu permukaan tertutup S.

Buktikanlah bahwa J- s _[ 0 dS = 0, di mana n adalah normal yang digambarkan ke
lvar pada permukaan tertutup S.

Jika n adalah normal satuan yang digambarkan ke luar pada suatu permukaan ter-
tutup S yang membatasi dacrah V, buktikan bahwa

fj_[divﬁd\':S

TEOREMA STOKES

61.

62.

63.

65.

66.

Periksa Teorema Stokes untuk A = 2yi + 3xj — 2%k, di mana S adalah separuh
permukaan bagian atas bola x? + y2 + z> = 9 dan C adalah batasnya.

Periksa Teorema Stokes untuk A = (y + z)i — xzj + y%k, di mana S adalah permukaan
dari daerah di oktan pertama yang dibatasi oleh 2x + z = 6 dan y = 2 dan tidak
terletak dalam (a) bidang xy, (b) bidang y = 2, (c) bidang 2x + z = 6 dan C adalah
batas yang bersesuaian.

Hitunglah js I (V x A) *n dS, di mana A = (x — 2)i + (x* + yz)j — 3xy’k dan S
adalah permukaan kerucut z = 7 — Vx? + y? di atas bidang xy.

Jika V adalah daerah yang dibatasi oleh permukaan tertutup S dan B = ¥V x A,
buktikanlah bahwa L f BendS=0.

(2) Buktikanlah bahwa F = (2xy + 3)i + (x? — 4z)j — 4yk adalah suatu medan gaya
yang konservatif. (b) Tenfukanlah ¢ sehingga F = V¢. (c) Hitunglah J, F » dr, di
mana C adalah suatu lintasan dan (3, -1, 2) ke (2, 1, -1).

Misalkan C adalah suatu lintasan yang menghubungkan sebuah titik pada bola x* +
y? + z2 = 22 ke sebuah titik pada bola x* + Jyz + 2% = b% Tunjukkanlah bahwa jika

F=5°F dimanat=xi+yj+zk maka J_ F « df = b’ - a°.
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67.

68.

69.

10.

11.

12.

12.

13.

330

Dalam Soal 66, hitunglah fc F « drijika F = f(r) r; di mana f(r) diandaikan kontinu.
Selidikilah apakah ada fungsi ¢ sehingga F = V¢, di mana

(@ F=(xz-yi+ (% + 2% + (3xz22 - xy)k.

(b) F = 2xe™i + (cos z — x%7)j — (y sin z)k. Jika ada, tentukanlah.

Selesaikanlah persamaan differensial (z3 — 4xy) dx + (6y — 2x?) dy + (3xz2 + 1) dz
= 0.

JAWABAN SOAL-SOAL LATIHAN

(b) 2/3; (c) 486/35 = 72m/35, di mana M adalah massa dari R.
x=4/5,y=1

2 f4x
)] _Ll _[y o x+ydydx, (c) 241/60

abc/6
8a%/3
112 14 .
(a) T a66 = —— Ma?, di mana M = massa
b) x=y=0,z= a?
15
(a) 3/8

(a) abc/6; (b) X = a/d, y = b/4, Z = c/4
(@) M@ + b2/10. (b) V(a® + b?/10
4/3

/2

/2

?, na®



14.
16:
18.
20.
21.
22.
24.
25.
26.

217.

28.
29.
30.
31.
32.
33.
35.
. 37.

38.

41.

(1l — )

2In3

1/8

8n

x=y=0,z=%,

27n(N2 - D2

3 Ma?

(a) 4w In (a/b)

4, ma(l - cos* o)

Ambil sumbu z sebagai sumbu simetri
(@ x=y=0,z="%, (a- b -b);
®) x=y=0,z="5 @ -b)@-b)
(a) 34/3; (b) 11, (c) 14, (d) 32/3.
12

64n

(a) 124/15

15

(a) 23/15, (b) 5/3, (c) 0, (d) 13/30.
Nilai bersama = 8

®) a,="b,

3na?/8

Nilai bersama = 120%

) 5
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42,

43.

45.

46.

47.

48.

49.

53.

54.

35.

56.

57.

61.

62.

63.

66.

67.

68.

332

/4

0

(a) 9

@ 9, (b) 24n

Y m(5\5 - 1)

6m

16a%

Nilai bersama = 27
16

108n

81in

32

Nilai bersama = 9%
Nilai bersama tersebut adalah (a) -6, (b) -9, (¢) -18
127

(b) ¢ = x%y — 4yz + 3x + konstanta (c) 6

Lb r f(r) dr

(a) ¢ tidak ada.
(b) & = x%7 cos z + konstanta.

xz3 — 2x%y + 3y’ + z = konstanta,



